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Инновационные методы 
математического моделирования 
взаимодействия железнодорожного 
колеса с рельсами, которые 
могут быть использованы при 
проектировании тягового подвижного 
состава, а также изыскателями, для 
определения: траекторий движения 
условных точек, принадлежащих 
профилю железнодорожного колеса. 
Моделирование выполнено на основе 
ранее не использовавшейся 
фундаментальной теории кинематики 
круга.
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целью представленного исследова-ния является адаптация фундамен-тальных положений циклоидаль-
ных кривых к движению условных точек 
профиля бандажа железнодорожного ко-
леса с определением их траекторий, скоро-
стей и ускорений. Одновременно ставилась 
задача ввести коррекцию в разномыслие 
представителей априорно-теоретических 
представлений и необоснованных допуще-
ний при рассмотрении проблем взаимодей-
ствия в системе «колесо-рельс».
Актуальность темы подтверждается 
реальностью ситуации, когда в локомотив-
ных структурах железных дорог России 
ежегодно выполняют сотни тысяч обточек 
колесных пар тягового подвижного соста-
ва. Такие вынужденные технологические 
операции поглощают труд и капитал от-
расли в виде дополнительных эксплуата-
ционных затрат на шесть и более миллиар-
дов рублей.
***
На текущий момент человечество при-
выкло к различным транспортным движи-
телям, которые прочно закрепились: в во-
дном транспорте – парус и гребной винт; 
в воздушном – пропеллер и реактивная 
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струя газа; в наземном – приводные коле-
са. Все движители, за исключением реак-
тивного, имеют узкую «специализацию» – 
осуществляют движение путем взаимодей-
ствия с окружающей средой. Такая 
«специализация» порождает, однако, явные 
технические и технологические трудности, 
которые могут ограничивать транспортное 
средство, если его создают с отступления-
ми от требований законов механики. Непо-
виновение законам природы или их нару-
шение в силу неосведомленности ведут 
в итоге к ситуации, которая сложилась 
в отрасли, и мы ее отметили.
Следует подчеркнуть, что ключевой про-
блеме железнодорожного транспорта – про-
цессу взаимодействия колес с рельсами – 
всегда уделялось особое внимание. Имеется 
огромное количество научно-технической 
литературы, создан воистину уникальный 
фонд знаний и опыта по этому феномену. 
Тем не менее в курсе классической теорети-
ческой механики недостаточно и весьма 
противоречиво представлены пояснения 
к процессу движения железнодорожного 
колеса и колесной пары по рельсовой колее.
В этой связи нельзя не отметить разный 
уровень понимания исследователями неор-
динарного процесса движения железнодо-
рожного колеса, имеющего реборду и слож-
ный профиль бандажа. Особенности приво-
дного  колеса  постоянно  создают 
дискуссионные кривотолки. Так, утвержда-
ется, что «в частности, отсутствует метод 
определения скорости взаимодействия колес 
с рельсами» [1] и требуется более совершен-
ная теория, поясняющая этот процесс [2].
Систематизировав фундаментальные 
исследования в области геометрии, матема-
тики и механики движения круга (колеса), 
еще раз убедились, что в его основу заложе-
ны классические законы механики, которые 
находятся в одном ряду с теорией баллисти-
ки, теорией летательных аппаратов, остой-
чивости корабля и т. д. В то же время есть 
право говорить о несправедливо невостре-
бованной теории циклоиды, математиче-
ские свойства которой развивали и обосно-
вывали известные ученые Е. Торичелли, 
В. Вивиани, Г. Персонье (Роберваль), 
Б. Паскаль, Р. Декарт, П. Ферма. Механиче-
ские свойства циклоиды исследовали 
Х. Гюйгенс, И. Ньютон, Г. Лейбниц, Иоган 
и Якоб Бернулли, Л. Эйлер, Ж. Лагранж.
Следуя фундаментальной теории ци-
клоиды [3], принимаем то условие движе-
ния колеса, что оно катится образующим 
кругом, без проскальзывания, по прямой.  
Тогда проекция движения на вертикальную 
плоскость каждой условной точки А, Б, 
В профиля бандажа железнодорожного 
колеса (рис. 1) будет отображать графики 
циклоид (рис. 2) [4].
Точка А, находящаяся на производящем 
круге (круге катания колеса), отображает 
траекторию обыкновенной циклоиды, 
соответственно точка Б на гребне банда-
жа – удлиненную и точка В на конической 
части бандажа – укороченную циклоиду.
Дифференциальные уравнения плоскопа-
раллельного движения условных точек коле-
са в параметрическом виде выражаются [3]:
( )sinx r α α= ⋅ − ; ( )1 cosy r α= ⋅ − .  (1)
Если из уравнения (1) исключить угло-
вой параметр α, то в прямоугольной (де-
картовой) системе координат получим 
уравнение:
2arccos 2
r y
x r ry y
r
−
= ⋅ − − .  (2)
Для адаптации теории циклоиды непо-
средственно к колесам подвижного соста-
ва была выполнена систематизация основ-
ных ее математических свойств [5]. На-
помним, что для более успешного 
восприятия основных свойств циклоиды 
целесообразно освежить в памяти понятия: 
касательной к кривой линии; нормали 
к касательной; кривизны плоской линии, 
ее радиуса, центра кривизны, эволюты 
и эвольвенты, которые изложены в курсах 
высшей математики.
Согласно [3] длина одной арки обыкно-
венной циклоиды равна восьми радиусам 
производящего круга ( 8АЦL r= ), что 
на 27,3% больше 2 rπ . Площадь, ограни-
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Рис. 1. Профиль бандажа колесной 
пары локомотива, ГОСТ 11018-87 
с гребнем толщиной 33 мм.
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ченная аркой циклоиды и ее основанием, 
равна утроенной площади производящего 
круга: 23АЦ АS rπ= .
На этих фундаментальных положениях 
строятся проекции скорости точки А на ко-
ординатные оси:
1 cos oX o
V t
V x V
r
 
= = ⋅ − 
 
 , sin oУ o
V t
V y V
r
= = ,
  (3)
или 22 sin
2
o
o
V t
x V
r
= , 2 sin cos
2 2
o o
o
V t V t
y V
r r
= .
  (4)
Модуль скорости AV  равен:
2 sin
2
o
A o
V t
V V
r
 
=  
 
.  (5)
Направление ее определяется танген-
сом угла наклона касательной:
2
oV tytg ctg
x r
α = =


.  (6)
Напомним фундаментальные теоремы 
плоскопараллельного движения круга 
(колеса) [6]: «Всякое движение свободной 
неизменяемой системы в бесконечно 
малый промежуток времени может быть 
разложено на: а) поступательное движе-
ние со скоростью oV  некоторой точки 
тела и б) вращательное движение вокруг 
мгновенной оси, проходящей через эту 
точку».
В свою очередь, теоремой Даламбера [6] 
подтверждается процесс движения круга: 
«Всякое движение твердого тела, имеюще-
го неподвижную точку, в бесконечно малый 
промежуток времени приводится к враще-
нию вокруг мгновенной оси, приходящей 
через неподвижную точку».
На этих фундаментальных положениях 
устанавливается результирующая скорость 
условной точки AV  как скорость взаимо-
действия колеса с рельсом, которая соот-
ветствует:
2 1,4142A o oV V V= = ,  (7)
где oV – поступательная скорость центра 
колеса.
При условии, что колесо радиуса r ка-
тится без скольжения по прямолинейному 
рельсу, а скорость центра колеса постоян-
ная и равна oV , мгновенный центр скоро-
стей находится в точке Т соприкосновения 
колеса с неподвижным рельсом.
Вектор скорости точки AV  всегда на-
правлен перпендикулярно мгновенному 
радиусу ТА.
Ускорение точки А есть производная 
скорости по времени, оно постоянно по ве-
личине и направлению от точки А к центру 
колеса.
Если принять ОБ=R, ОА=r, тогда коор-
динаты точки Б в подвижной системе ко-
ординат приобретут значения:
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Рис. 2. Графики движения 
условных точек профиля 
колеса: а) циклоида точки А; 
б) удлиненная циклоида 
точки Б; в) укороченная 
циклоида точки В.
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Траектория точки Б, называемая удли-
ненной циклоидой, образует петлю вокруг 
точки касания Т или точки А. Для обыкно-
венной циклоиды (рис. 2а) эта петля вы-
рождается в заострение (точка возврата): 
нисходящая и восходящая ветви обыкно-
венной циклоиды имеют в этой условной 
точке А мгновенный центр и общую каса-
тельную, параллельную оси Ау. Каждая 
точка А является и точкой Т– мгновенным 
центром поворота колеса, который посту-
пательно перемещается по основанию 
циклоиды (по рельсу). Параметры петли 
находятся в аналитической зависимости 
с расположением точки Б по высоте гребня 
RΔ . В частности, RΔ  ассоциируется с глу-
биной касания гребня с боковой гранью 
головки рельса, от радиуса r круга катания 
колеса. Проекция траектории движения 
точки Б на вертикальную плоскость отра-
жает характер взаимодействия гребня ко-
леса при его набегании на боковую грань 
головки рельса.
ВЫВОдЫ
Представленная теория:
– дает пояснение механизма взаимо-
действия условных точек профиля и, 
в частности, гребня колеса с рельсом;
– устанавливает аналитические и пара-
метрические соотношения скорости 
и ускорения взаимодействия с рельсом 
колеса в зависимости от его диаметра 
по кругу катания;
– устраняет путаницу и противоречия 
в понятиях о расположении мгновенного 
центра скоростей и мгновенного центра 
поворота колеса.
Интенсивный износ гребня, бесспорно, 
является следствием скольжения с опреде-
ленной скоростью его поверхности по бо-
ковой грани головки рельса.
Разработанная и адаптированная физи-
ко-математическая модель движения колес-
ной пары рассматривается нами как голо-
номная кинематическая система, позволя-
ющая априорно решать задачи механики 
и аналитически определять:
– характерные особенности движения 
условной точки Б, принадлежащей гребню 
колеса;
– длину пути перемещения условной 
точки гребня Б по боковой поверхности 
головки рельса;
– реальную относительную скорость 
перемещения точки Б;
– динамические составляющие сил вза-
имодействия поверхностей гребня и рельса, 
а также значения работы, производимой при 
этом, и затраченной на нее энергии.
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